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Abstract—Diffusion tensor magnetic resonance imaging char-
acterizes the three-dimensional distribution of water diffusivity
in biological tissues. The profiles of the distribution are repre-
sented by tensor fields containing local information about the
structure and organization of tissues. Diffusion tensor image
segmentation has the potential to discriminate structures of
homogeneous physical properties. A image segmentation method
on this modality requires measures that can highlight differences
in tensor orientation and diffusivity. Hence, there is a need for
measures that use the information of the relationship between
voxels. One such measure is the Log-euclidean distance that
hs desirable mathematical properties, but high computational
cost. In this work, we investigate the polynomial dot product,
which maintains the desirable properties of Log-euclidean at a
reduced computational cost. We assess its ability to characterize
the similarity between tensors and compare it with the Log-
Euclidean on synthetic and real tensor fields and evaluate their
computational complexity.
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Resumo—As imagens de ressonância magnética por tensor
de difusão caracterizam a distribuição tridimensional da difu-
sividade da água em tecidos biológicos. Os perfis destas distri-
buições são representados por campos tensoriais que descrevem
a estrutura e organização dos tecidos. A segmentação de tais
imagens tem o potencial de discriminar estruturas com pro-
priedades físicas homogêneas. A segmentação de imagens dessa
modalidade requer medidas que realcem diferenças na orientação
e difusividade dos tensores. Assim, tem-se a necessidade de
medidas que utilizem a informação da relação entre voxels das
quais destacamos a distância Log-euclidiana que possui propri-
edades matemáticas desejáveis, porém alto custo computacional.
Neste trabalho, investigaremos o produto interno polinomial
que mantém propriedades desejáveis da Log-euclidiana com um
custo computacional reduzido. Avaliaremos a sua capacidade de
caracterizar a similiridade entre tensores e compararemos com
a Log-euclidiana utilizando campos tensoriais sintéticos e reais
além de avaliar a complexidade computacional de cada uma
delas.

Keywords-segmentação; tensor de difusão; ressonância magné-
tica;

I. INTRODUÇÃO

A Ressonância Magnética (RM) do Tensor de Difusão
(Diffusion Tensor Magnetic Resonance Imaging), também
conhecida por Imagens de Tensores de Difusão (DTI), é
uma técnica capaz de retratar a difusão de moléculas de
água em tecidos através da ressonância magnética de prótons
do hidrogênio. Mais precisamente, DTI emprega descrições
tensoriais de difusão destes prótons para caracterizar estruturas
de tecidos biológicos normais e suas alterações devido a
processos patológicos [1].

O particionamento ou segmentação das imagens de tensores
de difusão requer medidas que possam caracterizar diferenças
tanto na orientação quanto na difusividade dos tensores. Tem-
se assim a necessidade de medidas que utilizem a informação
da relação entre voxels. Entre as medidas intervoxel exis-
tentes [2] destacamos a distância Euclidiana que é utilizada
em [3] como a norma de Frobenius entre a diferença dos
tensores. Em geral, qualquer tipo de norma de matriz pode
ser usada para medir a distância entre dois tensores [4].
Operações euclidianas usuais sofrem interferências de defeitos
nos tensores, o que leva normalmente a serem utilizados
métodos mais robustos, além disso ela não é invariante a
transformações afim. O Produto Interno Tensorial mede o grau
de colinearidade dos autovetores do tensor de difusão D em
diferentes voxels [5]. Se utiliza da soma dos quadrados do
produto interno euclidiano entre cada par de eixos pesados
pelos seus respectivos autovalores. Uma outra medida que leva
em consideração os fenômenos físicos de difusão interpretados
utilizando conceitos da teoria da informação é a raiz quadrada
da Divergência J [4]. Ela é invariante a transformações afim,
uma propriedade desejável para a segmentação. A métrica
Riemanniana é a distância geodésica entre elementos do
espaço das matrizes definidas positiva de três dimensões. Essa
função de distância leva em consideração o espaço curvo dos
tensores positivo definidos. Tem a propriedade de penalizar
pequenos autovalores, quando os tensores se aproximam do
conjunto de tensores com autovalores negativos. É invariante
a qualquer mudança linear de coordenadas [6].
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A distância Log-euclidiana é uma medida intervoxel com
propriedades matemáticas desejáveis, porém possui um alto
custo computacional. Neste trabalho investigaremos uma me-
dida intervoxel que mantém as propriedades matemáticas da
Log-euclidiana com o benefício de um custo computacional
reduzido. A medida utiliza toda a informação do tensor de
difusão, levando em conta a sua orientação e não somente
valores unidimensionais de difusividade e anisotropia. Chama-
remos essa medida de Produto interno polinomial. Para avaliar
sua capacidade de caracterização da similiridade entre tensores
e custo computacional, vamos comparar essa medida com a
distância Log-euclidiana.

II. CONCEITOS

A. Medidas de difusividade

1) Log-euclidiana: Essa distância foi introduzida por [3],
é definida como

d1 (Di,Dj) =
(
Tr
(
{logDi − logDj}2

)) 1
2

, (1)

onde Di,Dj são tensores de difusão. Esta medida se baseia
em um novo espaço de estruturas para tensores. Nessa metodo-
logia cálculos Riemannianos são convertidos em Euclidianos
uma vez que os tensores são transformados em seus logaritmos
matriciais, pois correspondem a cálculos da métrica Euclidiana
no domínio dos logaritmos.

Para essa distância é necessário o cálculo do logaritmo
matricial. O custo computacional da operação logD depende
da distribuição dos autovalores de D. Pode-se dizer que
ela requer O

(
n3
)

operações de ponto flutuante por segundo
(flops) a não ser no caso de autovalores próximos ou repetidos,
pois nesse caso o número de operações pode ser de até n4

3

flops [7]. É comum a presença em campos tensoriais oriundos
de tecidos biológicos a presença de tensores com vizinhanças
similares e nestes casos logDi−logDj = logDiD

−1
j ≈ log I

provocando assim o aumento do custo computacional de “(1)”.
2) Produto interno polinomial: Uma forma de relacionar

dois tensores de difusão Di e Dj quaisquer univocamente é a
partir das transformações lineares de um tensor para o outro.
Se P é a matriz que transforma o tensor Di no tensor Dj ,
então

P = DiD
−1
j e P−1 = DjD

−1
i .

Uma das formas de obter uma relação de similaridade é
estudar o comportamento dos polinômios mínimos das matri-
zes de P e P−1 que, no caso, são seus próprios polinômios
característicos, escritos como

p
P
(λ) = λ3 + a1 λ

2 + a2 λ+ a3

p
P−1 (λ) = λ3 + b1 λ

2 + b2 λ+ b3.

Os coeficientes a1, a2, a3, b1, b2 e b3 são calculados a seguir

a1 = −Tr(P), a2 =
Tr
(
P−1

)
det(P−1)

, a3 = −det(P)

b1 = −Tr
(
P−1

)
, b2 =

Tr(P)

det(P)
, b3 = −det

(
P−1

)
.

Com isso podemos escrever os respectivos polinômios ca-
racterísticos das matrizes na forma

p
P
(λ) = λ3 − Tr(P)λ2 +

Tr
(
P−1

)
det(P−1)

λ− det(P),

p
P−1 (λ) = λ3 − Tr

(
P−1

)
λ2 +

Tr(P)

det(P)
λ− det

(
P−1

)
.

Uma medida escalar relacionando a integral dos polinômios
normalmente utilizada é o produto interno no espaço vetorial
dos polinômios. Dessa forma, calculamos o produto interno
entre p

P
(λ) e p

P−1 (λ) em um intervalo [λa, λb]

〈p
P
, p

P−1 〉 =
∫ λb

λa

p
P
(λ) p

P−1 (λ) dλ =

=
1

7

(
λb

7 − λa7
)
−

Tr(P) + Tr
(
P−1

)
6

(
λb

6 − λa6
)
+

+

Tr(P)
det(P) +Tr(P)Tr

(
P−1

)
+

Tr(P−1)
det(P−1)

5

(
λb

5 − λa5
)
−

−
det
(
P−1

)
+ Tr(P)2

det(P) +
Tr(P−1)

2

det(P−1) + det(P)

4
×

×
(
λb

4 − λa4
)
+

+
Tr(P)det

(
P−1

)
+

Tr(P−1)Tr(P)

det(P−1)det(P) + det(P)Tr
(
P−1

)
3

×

×
(
λb

3 − λa3
)
−

−
Tr(P−1)
det(P−1) det

(
P−1

)
+ det(P) Tr(P)

det(P)

2

(
λb

2 − λa2
)
+

+ (λb − λa) . (2)

Com a escolha adequada de [λa, λb] podemos simplificar
essa expressão. Para um intervalo simétrico em torno da
origem (ou seja λa = −λb) a expressão “(2)” reduz-se a

〈p
P
,p

P−1 〉 =
∫ λb

−λb

p
P
(λ) p

P−1 (λ) dλ =

=
2λb

7

7
+ 2λb +

(
2λb

5

5
+

2λb
3

3

)
×

×

(
Tr(P)

det(P)
+ Tr(P) Tr

(
P−1

)
+

Tr
(
P−1

)
det(P−1)

)
. (3)

Após esta simplificação precisamos encontrar um valor λb
apropriado. Analisaremos o caso Di = Dj , então DiD

−1
j =

DjD
−1
i = I, ou de outra forma, P = P−1 = I. Assim:

Tr(P)
det(P) +Tr(P) Tr

(
P−1

)
+

Tr(P−1)
det(P−1) = 15, então

〈p
P
,p

P−1 〉 =
∫ λb

−λb

p
P
(λ) p

P−1 (λ) dλ =

=
2λb

7

7
+ 2λb +

(
2λb

5

5
+

2λb
3

3

)
× 15 =

=2

(
λb

7

7
+ 3λb

5 + 5λb
3 + λb

)
.



Se fizermos 〈p
P
, p

P−1 〉 = 0, devemos encontrar λb tal que
λb

7

7 +3λb
5+5λb

3+λb = 0. Utilizando o software MATLAB
[8], encontramos o seguinte vetor λb de raízes dessa equação

λb = [0 + 4.3789 i 0− 4.3789 i 0 + 1.3510 i

0− 1.3510 i 0 0 0]T

Raízes nulas não nos convém pois a integral no intervalo
degenerado a um ponto [−λb, λb] = [0, 0] é nula, qualquer
que seja o resultado da multiplicação p

P
(λ) p

P−1 (λ). Raízes
complexas não são interessantes para nossa aplicação.

Por outro lado se fizermos 〈p
P
, p

P−1 〉 = 1, devemos
encontrar λb tal que λb

7

7 + 3λb
5 + 5λb

3 + λb − 1
2 = 0.

De maneira semelhante ao exemplo anterior encontramos o
seguinte vetor λb de raízes dessa equação

λb = [−0.0003 + 4.3813 i −0.0003− 4.3813 i

−0.2066 + 0.5597 i −0.2066− 0.5597 i

0.0457 + 1.2601 i 0.0457− 1.2601 i 0.32223]T

Se utilizarmos o valor da raíz real λb ≈ 0.32223 e seu
oposto como limitantes do intervalo de integração em “(3)”
obtemos

〈p
P
,p

P−1 〉 ≈ 0.64456 + 0.02369×

×

(
Tr(P)

det(P)
+ Tr(P) Tr

(
P−1

)
+

Tr
(
P−1

)
det(P−1)

)
. (4)

Como 〈p
P
, p

P−1 〉 = 1 então log 〈p
P
, p

P−1 〉 = 0 e dessa
forma termos o valor nulo representando a similaridade entre
dois tensores iguais. Para suavizar os valores e melhorar a
quantização da imagem resultante utilizaremos a raiz quadrada
da medida

d2 (Di,Dj) =
√
log 〈p

DiDj
−1 , pDjDi

−1 〉.

Para estudar a complexidade computacional do produto
interno polinomial vamos analisar as operações presentes em
“4”.

Tabela I
COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL DAS OPERAÇÕES DO PRODUTO

INTERNO POLINOMIAL.

Operação Complexidade

Dj
−1

n×n O
(
n2.373

) [9]

Pn×n = Din×n Dj
−1

n×n O
(
n2.373

) [9]

P−1
n×n O

(
n2.373

) [9]

Tr (Pn×n) O (n)

Tr
(
P−1

n×n

)
O (n)

det (Pn×n) O
(
n2.373

) [9]

det
(
P−1

n×n

)
= det (Pn×n)

−1 O (1)

Na Tabela I observamos que o Produto interno polinomial
possui custo computacional próximo de O

(
n2.373

)
flops. Isso

ocorre mesmo quando o campo tensorial apresenta regiões
homogêneas. O que representa um custo computacional con-
sideravelmente inferior ao da Log-euclidiana.

III. EXPERIMENTOS

Avaliaremos os resultados das medidas de similaridade
intervoxel em dados sintéticos e reais afim de possibilitar a
observação de características do Produto interno polinomial
em relação a medida Log-euclidiana. Para a confecção dos
mapas escalares criados a partir dessas medidas será utilizado
o gradiente morfológico tensorial (GMT) [2] definido por

∇DB (f) (x) = ∨i, j ∈Bx
dn (Di,Dj) . (5)

∀x ∈ E. Onde E = Z×Z é o conjunto de todos os pontos
do campo tensorial f , dn representa uma das medidas de
similaridade apresentadas, B ⊂ E é o elemento estruturante
centrado na origem de E, Di é o tensor que representa a
difusão em i, e Dj é o tensor que representa a difusão em j
(i e j estão na vizinhança de x, definida por E).

Calculamos as medidas entre tensores usando um elemento
estruturante 26-conectado (3D) em cada voxel. O valor de in-
tensidade resultante é obtido calculando “(5)” nessa vizinhança
e normalizando esse valor no intervalo [0, 1] afim de apresentar
o mapa resultante como uma imagem em níveis de cinza.

Como as medidas apresentadas são de similaridade entre
voxels, os mapas resultantes indicam, através de seus níveis
de intensidade, o quanto um determinado voxel é similar em
relação a sua vizinhança. Níveis mais baixos indicam maior
similaridade do tensor em relação a seus vizinhos.

A. Dados sintéticos

Com objetivo de mensurar a reproducibilidade do Produto
interno polinomial, aplicamos essa medida e a Log-euclidiana
a um campo tensorial sintético. Cada voxel desse campo é
formado pela variação da rotação de um tensor com traço e
FA constantes. Variamos a orientação para verificar os efeitos
medidas de similaridade em relação somente a este parâmetro.
Podemos dessa maneira analisar o que se espera da aparência
do mapa escalar, por exemplo, diante a tratos de substância
branca com orientações diferentes no caso de análises in vivo.

Para tanto utilizaremos um tensor com dois autovalores
iguais:

A =
[
0.5 0 0; 0 1 0; 0 0 0.5

]
,

onde os autovalores de A são em ordem de magnitude: λ1 =
1 > λ2 = 0.5 = λ3 = 0.5. Variamos a rotação dos exemplos
em torno do eixo z até completar uma volta (−2π), mantendo
o traço e a fração de anisotropia constantes. Este modelo
representa barreiras à difusividade na direção perpendicular
a direção preferencial representada pelo autovalor de maior
magnitude. Situação comum, por exemplo, dentro de feixes
de fibras biológicas altamente compactas.

Observamos na Figura 1 que tanto o mapa escalar produzido
pelo produto interno tensorial quanto o produzido pela distân-
cia Log-euclidiana se assemelham. Ambos mostram variações
nos níveis de cinza nas bordas de regiões homogêneas do
campo tensorial, onde há mudança de orientação das elip-
sóides, permanecendo constante em regiões onde quando não
há essa mudança. Isso indica as duas medidas compartilham



(a) Campo tensorial sintético. (b) Região de interesse (ROI).

(c) Log-euclidiana. (d) Produto interno polinomial.

Figura 1. Campo tensorial sintético e mapas resultantes.

propriedades semelhantes levando em consideração a variação
de orientação.

B. Dados Reais

Como não há nenhum campo tensorial sintético que imita as
propriedades da difusão anisotrópica de tecidos vivos [5] em
que estas medições possam ser comparadas, iremos analisar o
comportamento delas em imagens de tensores de difusão reais.

1) Cerébro humano: Foram utilizados para o estudo dados
reais de tensor de difusão pertencentes a uma pessoa com
presença de anormalidades. Os dados foram doados com
consentimento do sujeito avaliado e da Dra. Andrea Parolin
Jackowski em colaboração entre o Instituto de Matemática
e Estatística da Universidade de São Paulo (IME/USP) e
Laboratório Interdisciplinar de Neurociências Clínicas do De-
partamento de Psiquiatria da Universidade Federal de São
Paulo (LiNC/Unifesp).

Podemos observar na Figura 2a a imagem T2 da fatia sagital
média de um indivíduo com tumor cerebral como referência
para nossa análise. Comparando o mapa da distância Log-
euclidiana com o do produto interno polinomial podemos ver
que os mapas se assemelham, enfatizando as bordas do tumor.
No interior dessa região não vemos um nível homogêneo
o que significa que campo tensorial apresenta características
heterôgenas, refletindo a desorganização estrutural na difusão
da água presente no tumor.

Tanto na Figura 2b como na Figura 2c as bordas delimi-
tadas por maiores níveis de intensidade que indicam bordas

(a) Imagem T2 do cérebro com a pre-
sença de tumor.

(b) Log-euclidiana. (c) Produto interno polinomial.

Figura 2. Campo tensorial de um cérebro humano com tumor e mapas
resultantes.

entre estruturas que não apresentam características similares.
O interior destas regiões apresentam nível homogêneos de
intensidade o que reflete propriedades estruturais semelhantes.

IV. CONCLUSÃO

Apresentamos uma medida de similaridade intervoxel que
utiliza toda a informação do tensor e a chamamos de Produto
interno polinomial. Avaliamos que o custo computacional das
operações para sua realização é cerca de n2.373 flops, mesmo
quando o campo tensorial apresenta regiões homogêneas onde,
nesse caso, a distância Log-euclidiana pode apresentar o custo
de até n4

3 flops. Comparamos essa mensuração com a distância
Log-euclidiana com intenção de avaliar sua qualidade para
isso, visualizamos experimentalmente, em campos tensoriais
sintéticos e provenientes de tecidos vivos, características se-
melhentes entre os mapas escalares gerados a partir do GMT.
Em um próximo passo, aplicaremos a medida apresentada
na segmentação de tratos de substância branca para duas e
três dimensões. Pretende-se que o Produto interno polinomial
possa ser uma contribuição positiva para as pesquisas no
campo de segmentação e regularização de campos tensoriais,
especificamente na área de imagens médicas.
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